
Analiza funkcjonalna
Rozwi¡zania zada« z drugiego kolokwium

Zestaw A

1. Niech X oznacza przestrze« funkcji ci¡gªych i ograniczonych okre±lonych na

póªprostej [0,∞) (z norm¡ supremum). Okre±lmy odwzorowanie A : X → X

nast¦puj¡co:

(Af)(t) =
1

t

∫ t

0

f(s)ds.

Pokaza¢, »e A jest operatorem liniowym ci¡gªym. Obliczy¢ jego norm¦.

Rozwi¡zanie: Liniowo±¢ A jest oczywista. Ci¡gªo±¢ operatora jest równo-

wa»na jego ograniczono±ci, sprawd¹my zatem, jak norma Af ma si¦ do normy

f . Dla dowolnego t mamy

|(Af)(t)| =
∣∣∣∣1t
∫ t

0

f(s)ds

∣∣∣∣ ≤ 1

t

∫ t

0

|f(s)| ds ≤ 1

t

∫ t

0

‖f‖∞ ds = ‖f‖∞ ,

zatem ‖Af‖∞ ≤ ‖f‖∞, czyli A jest operatorem ograniczonym i ‖A‖ ≤ 1. Co

wi¦cej, dla funkcji f stale równej 1 dostajemy Af = f , czyli norma A wynosi

dokªadnie 1.

2. Wiadomo, »e ka»dy ci¡g α = (α1, α2, . . .) ∈ `∞ wyznacza funkcjonaª Pα ∈ `∗1
zadany wzorem Pα(x) =

∑
αnxn. Pokaza¢, »e funkcjonaª ten osi¡ga swoj¡

norm¦ na sferze jednostkowej wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje takie n, »e

|αn| = ‖α‖∞.

Rozwi¡zanie: Zaªó»my najpierw, »e istnieje takie n, »e |αn| = ‖α‖∞. Niech
x b¦dzie ci¡giem skªadaj¡cym si¦ z samych zer i jednej jedynki, która jest

na n-tym miejscu. Wówczas oczywi±cie ‖x‖ = 1, a ponadto Pα(x) = αn,

a wi¦c |Pα(x)| = |αn| = ‖α‖∞, czyli funkcjonaª osi¡ga swoj¡ norm¦ na sferze

jednostkowej. Zaªó»my teraz, »e dla ka»dego n mamy |αn| < ‖α‖∞ i oszacujmy

warto±¢ Pα(x) dla dowolnego x ∈ `1, takiego »e ‖x‖1 = 1. Istnieje takie N , »e

xN 6= 0, ale w takim razie |αNxN | < ‖α‖∞ |xN | (istotne jest, »e nierówno±¢

jest ostra). W tej sytuacji

|Pα(x)| =
∣∣∣∑ |αnxn|

∣∣∣ ≤∑ |αnxn| <
∑
‖α‖∞ |xn| = ‖α‖∞ ‖x‖1 = ‖α‖∞ ,



a skoro druga nierówno±¢ jest ostra (bo jest ostra co najmniej dla n = N), to

nie ma w sferze jednostkowej takiego x, dla którego Pα(x) = ‖α‖.

3. Pokaza¢, »e je±li przestrze« V jest re�eksywna, to ka»dy funkcjonaª na V osi¡ga

swoj¡ norm¦ na sferze jednostkowej.

Rozwi¡zanie: Przede wszystkim przypomnijmy de�nicj¦ przestrzeni re�ek-

sywnej. Nie wystarczy, »eby istniaª izometryczny izomor�zm mi¦dzy V a V ∗∗

� izomor�zmem tym musi by¢ kanoniczne zanurzenie V w V ∗∗, czyli odwzo-

rowanie przyporz¡dkowuj¡ce dowolnemu v ∈ V element Fv ∈ V ∗∗ zadany

wzorem

Fv(P ) = P (x) dla dowolnego P ∈ V ∗.

Przejd¹my do dowodu zadanego twierdzenia. Niech P ∈ V ∗. Z tw. Hahna-

Banacha istnieje funkcjonaª F ∈ V ∗∗, taki »e ‖F‖ = 1 i F (P ) = ‖P‖. Poniewa»
jednak V jest re�eksywna, to F musi by¢ postaci Fv(P ) = P (v) dla pewnego

v ∈ V . Mamy zatem ‖P‖ = Fv(P ) = P (x), przy czym ‖v‖ = ‖Fv‖ = 1, a wi¦c

P osi¡ga swoj¡ norm¦ na sferze jednostkowej.

4. Pokaza¢, »e je±li H jest przestrzeni¡ Hilberta, xn, x ∈ H, ci¡g (xn) zbiega sªabo

do x i ‖xn‖ → ‖x‖, to xn zbiega do x w normie.

Rozwi¡zanie:

‖xn − x‖2 =< xn − x, xn − x >= ‖xn‖2− < xn, x > − < x, xn > + ‖x‖2 .

Sªaba zbie»no±¢ xn do x oznacza z de�nicji, »e dla ka»dego funkcjonaªu P ∈ H∗

mamy P (xn) → P (x). Ale funkcjonaªy na przestrzeni Hilberta powstaj¡ jako

iloczyny skalarne, a wi¦c dla ka»dego y ∈ H mamy < xn, y >→< x, y >,

a poniewa» sprz¦»enie nie popsuje nam zbie»no±ci, to równie» < y, xn >→<
y, x >. W szczególno±ci zatem < xn, x >→< x, x >= ‖x‖2 i < x, xn >→ ‖x‖2.
Widzimy wi¦c, »e

‖xn − x‖2 =< xn − x, xn − x >= ‖xn‖2− < xn, x > − < x, xn > + ‖x‖2 →

→ ‖x‖2 − 2 ‖x‖2 + ‖x‖2 = 0.



Zestaw B

1. Okre±lmy operator T : `1 → `1 nast¦puj¡co

(Tx)n =
xn
n
.

Pokaza¢, ze T jest operatorem liniowym ci¡gªym. Obliczy¢ jego norm¦.

Rozwi¡zanie: Liniowo±¢ T jest oczywista. Ci¡gªo±¢ operatora jest równo-

wa»na jego ograniczono±ci, sprawd¹my zatem, jak norma Tx ma si¦ do normy

x. Dla dowolnego x ∈ `1 mamy

‖Tx‖1 =
∑
|(Tx)n| =

∑ |xn|
n
≤
∑
|xn| = ‖x‖1 ,

zatem ‖T‖ ≤ 1. Ponadto T (1, 0, 0, 0, . . .) = (1, 0, 0, . . .), a wi¦c ‖T‖ = 1.

2. Niech odwzorowanie P : c0 → R b¦dzie okre±lone nast¦puj¡co:

P (x) =
∞∑
n=1

xn
2n−1

.

• Pokaza¢, »e P jest funkcjonaªem liniowym ci¡gªym i ‖P‖ = 2.

Rozwi¡zanie: Liniowo±¢ P jest ewidentna. Ponadto

|Px| =

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

xn
2n−1

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
n=1

|xn|
2n−1

≤ ‖x‖∞
∞∑
n=1

1

2n−1
= 2 ‖x‖∞ ,

zatem ‖P‖ ≤ 2. Ponadto dla ci¡gu xk = (1, 1, . . . , 1, 1, 0, 0, 0, 0, . . .) ma-

j¡cego k jedynek, a potem zera, mamy

∣∣P (xk)∣∣ = k∑
n=1

1

2n−1
→ 2,

a skoro
∥∥xk∥∥∞ = 1, mamy ‖P‖ = 2.

• Pokaza¢, »e P nie osi¡ga swojej normy na »adnym elemencie sfery jed-

nostkowej.



Rozwi¡zanie: Niech x ∈ c0 i ‖x‖ = 1. Oznacza to, »e dla ka»dego

n mamy |xn| ≤ 1, a poniewa» xn → 0, to dla co najmniej jednego n (a

nawet dla prawie wszystkich n) zachodzi nierówno±¢ ostra. W takim razie

|P (x)| =

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

xn
2n−1

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
n=1

|xn|
2n−1

<

∞∑
n=1

1

2n−1
= 2 = ‖P‖ ,

przy czym wobec powy»szych uwag druga nierówno±¢ na pewno jest ostra.

Oznacza to, »e nie ma w sferze jednostkowej takiego x, dla którego P(x) =

‖P‖.

3. Pokaza¢, »e je±li P ∈ V ∗, gdzie V jest przestrzeni¡ re�eksywn¡, to istnieje

v ∈ V , taki »e ‖v‖ = 1 i |P (v)| = ‖P‖.

Rozwi¡zanie: To zadanie byªo takie samo w obu grupach, wi¦c rozwi¡zanie

jest w cz¦±ci A.

4. Niech V b¦dzie przestrzeni¡ Banacha. Pokaza¢, »e je±li ci¡g (vn) elementów V

zbiega w normie do pewnego v, a ci¡g (Pn) elementów V ∗ zbiega ∗-sªabo do

P , to ci¡g liczbowy Pn(vn) zbiega do P (v).

Rozwi¡zanie: Przypomnijmy najpierw de�nicj¦ ∗-sªabej zbie»no±ci: Ci¡g
funkcjonaªó Pn ∈ V ∗ zbiega ∗-sªabo do P ∈ V ∗, je±li dla ka»dego v ∈ V ci¡g

liczbowy Pn(v) jest zbie»ny do P (v).

Przejd¹my teraz do samego zadania. Przede wszystkim dodajmy i odejmijmy

pod moduªem Pn(v), otrzymuj¡c oszacowanie

|Pn(vn)− P (v)| ≤ |Pn(vn)− Pn(v)|+ |Pn(v)− P (v)| .

Dalej:

|Pn(vn)− Pn(v)| ≤ ‖Pn‖ ‖vn − v‖ → 0,

poniewa» ci¡g ‖Pn‖ jest ograniczony, a ‖vn − v‖ → 0 z zaªo»enia. Z kolei

|Pn(v)− P (v)| → 0

z de�nicji ∗-sªabej zbie»no±ci. Ostatecznie zatem prawa strona pierwszej uzy-

skanej nierówno±ci zbiega do 0, co ko«czy dowód.


